3. Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu drugiego

Definicja 1. Réwnanie rézniczkowe postaci

a(x)y" +b(x)y" +e(x)y = g), ey
gdzie a, b, c, g sa danymi funkcjami ciggtymi w pewnym przedziale
X CR ponadto a=0 na X, nazywamy rownaniem rozniczkowym
liniowym rzedu drugiego. Funkcje a, b, c nazywamy wspétczynnikami, a
funkcje g wyrazem wolnym tego réwnania. Jezeli g(x)=0 na X, to
rownanie (1) nazywamy rownaniem liniowym jednorodnym. W
przeciwnym  przypadku nazywamy je rownaniem  liniowym
niejednorodnym.
Poniewaz a =0, to réwnanie (1) mozna zapisa¢ w postaci

Y'+ )y gy = f(x), 2)
gdzie
__b(x) _c(x) _ 8
T T A T
Wtedy réwnanie liniowe jednorodne ma postac¢
Y+ p(0)y' +4q(x)y=0. (3)

Rozwazmy dla réwnania (2) warunki poczatkowe postaci
Y(%) =Ygs ¥ (X0) =y

Twierdzenie 1. Jezeli p,q, f sa funkcjami cigglymi w pewnym
przedziale X CR, to zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania (2), ma
doktadnie jedno rozwigzanie, ktdére jest okreslone na X dla kazdego
neX,yeRiyeR.
Twierdzenie 2. Jezeli funkcje ¢, (x) 1 ¢,(x) sa rozwigzaniami réwnania
jednorodnego (3) na przedziale X , to kazda funkcja postaci

y=Cp(x)+Cp,(x), “4)
gdzie liczby C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi, réwniez bedzie
rozwigzaniem réwnania (3) na X .
Definicja 2. Dwa rozwigzania ¢,(x) i ¢,(x) réwnania (3), okreS$lone na

przedziale X , nazywamy uktadem fundamentalnym (podstawowym) tego
réwnania, jezeli dla kazdego x € X spelniony jest warunek



o (x) P, (x)
=0. (5)

901,(x) (,02,()6)
Wyznacznik W (x) nazywamy wronskianem pary funkcji ¢, (x), ¢,(x).
Zauwazmy ponadto, ze warunek (5) jest warunkiem koniecznym
i wystarczajacym liniowej niezaleznosci pary funkcji ¢, (x), ¢,(x).
Twierdzenie 3. Niech funkcje ¢,(x) 1 ¢,(x) sg rozwigzaniami réwnania
jednorodnego (3) na przedziale X . Jezeli istnieje taki punkt x, € X , ze
wyznacznik W(x,) =0, to W(x)=0 dla kazdego xc X .

Twierdzenie 4. Niech x, € X jest dowolnym ustalonym punktem. Wtedy
wronskian (5) ma postac
7]””‘“
W(x)=W(x,)e *

Twierdzenie 5. Niech para funkcji ¢, (x) 1 ¢,(x) jest ukladem
fundamentalnym réwnania (3). Wtedy funkcja postaci (4) opisuje
rozwigzanie ogdlne réwnania (3).

Twierdzenie 6. Niech para funkcji ¢, (x) 1 ¢,(x) jest ukladem
fundamentalnym réwnania (3) i niech funkcja (x) jest dowolnym

rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (2) okreslonym na X . Wtedy
og6lne rozwigzanie rdwnania (2) ma postaé

y = Cip(x) + Cyp, (%) + () (6)
gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.
Podobnie jak w przypadku réwnania liniowego rzgdu pierwszego dla

rozwigzania réwnania liniowego niejednorodnego postaci (2) mozemy
skorzysta¢ z metody uzmienniania statych. Niech funkcje ¢,(x) 1 ¢,(x)

tworza uklad fundamentalny réwnania jednorodnego (3). Metoda
uzmienniania statych opiera si¢ na fakcie, ze funkcja postaci

y=C(x)¢ (x) + G, (x)p,(x) , (7
gdzie C,(x) i C,(x) s3 nieznanymi funkcjami, jest rozwigzaniem
réwnania (2). Inaczej méwigc, rozwiazanie réwnania liniowego
niejednorodnego (2) szukamy w postaci (7). R6zniczkujgc (7) mamy

Y =G 0@ () + 6 (00,0 + C (g (0 + (e, (1)
Dodatkowo na funkcje C,(x) 1 C,(x) nakladamy nastepujacy warunek



G (09, (1) + G, (D), () =0.
Wtedy

V' =GR () + C, (00, ().
Zatem druga pochodna ma postaé

V'=C/ 09 (04 e, () + C@e () +C(0p," ().

Podstawiajac y, y' i y” do réwnania (2) i uwzgledniajac to, ze funkcje
©,(x) 1 p,(x) sa rozwigzaniami rownania (3), otrzymamy ukfad réwnan
postaci

C/ (0% () + G, (1), (1) =0,
¢/ 0@ () + 6 (e, () = f ().
Poniewaz wronskian W (x) =0, wigc powyzszy ukiad ma doktadnie jedno

rozwiazanie wzgledem Cll(x) i CZ/ (x) . Ponadto stosujac wzory Cramera
otrzymamy dwa réwnania rézniczkowe rzgdu pierwszego postaci

C]l (x) I f(x)<)02 (x) ,
W(x)
i F D)
T
Calkujac obustronnie otrzymamy
C(x)=— de+él ,
W (x)

o), | =
CQ(x):f%dch,

gdzie él i C‘2 sa dowolnymi statymi catkowania.
Zatem podstawiajagc C,(x) i C,(x) do wzoru (7) mamy rozwigzanie
rOéwnania (2) postaci

y=Cip,(x) + Ci0,(x) + (), (8)
gdzie

S (x)p,(x) f(x)p (%)
- _ L T x . 9
P(x) =—¢, (X)f = X+ ¢, (x) = x. )



Poniewaz suma pierwszych dwéch sktadnikéw w (8) jest rozwigzaniem
ogblnym réwnania jednorodnego (3), a funkcja (x) jest rozwigzaniem
réwnania (2), wiec funkcja y postaci (8) jest rozwigzaniem ogélnym
réwnania niejednorodnego (2).
Przyklad 1. Rozwigzac¢ rownanie

y'+y=sin’x. (10)
Rozwiazanie. Podstawiajac bezposrednio fatwo sprawdzi¢, ze funkcje

©,(x) =sinx, ©,(x) =cosx
sa rozwigzaniami réwnania jednorodnego
y'+y=0. (1)

Ponadto wronskian (5) dla tych rozwigzan ma posta¢

sinx cosx

W(x) = —_1=0,

cosx —sinx

co oznacza, ze funkcje ¢, (x), ¢,(x) tworza uklad fundamentalny dla

rOéwnania (11). Zatem rozwigzanie ogélne réwnania (11) ma postac
y=C,cosx+C,sinx,

gdzie C, i C, s3 dowolnymi stalymi rzeczywistymi. Wykorzystujac

metod¢ uzmienniania statych szukamy rozwigzania réwnania

niejednorodnego (10) w postaci

y=C,(x)cosx+ C,(x)sinx.
Poniewaz f(x)=sin>x i W(x)=—1, wiec mamy réwnania
C/(x)=sin’ xcosx, C,'(x)=—sin’x.

Calkujac obustronnie powyzsze réwnania otrzymamy

C (x) :%sin3 x+ C'l,

C2(x):cosx—%cos3 x+C‘2,

gdzie 6‘1 i C~‘2 sa dowolnymi statymi catkowania. Zatem rozwigzanie
szczeg6lne Y (x) réwnania (10) ma postaé

P(x) = %sin4 X+ cos x[cos xX— %cos3 X

Tak wigc rozwigzanie ogdlne réwnania (10) ma postac¢



y= C‘l cosx%—(t’2 sinx—l—%sin4x—%cos4x+cos2x.

4. Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu drugiego o stalych
wspotczynnikach
Rozwazmy réwnanie rézniczkowe liniowe rz¢du drugiego postaci
ay” +by +cy= f(x), (12)
gdzie a, b, c sa danymi liczbami rzeczywistymi i f(x) jest funkcja

ciggla w pewnym przedziale X CR. Zatem réwnanie jednorodne ma
postac

ay” +by' +cy=0. (13)
Zaznaczmy, ze wszystkie rozwigzania réwnania (13) sa okre§lone na
X =R.
Rozwiazania réwnania (13) szukamy w postaci

y=e", (14)
gdzie A\ jest nieznang liczbg rzeczywista lub zespolong. Obliczajac
pierwsza i drugg pochodng funkcji (14) mamy
yl — )\eAx, y// — )\2 eAx .

Zatem podstawiajac do rownania (13) otrzymamy
e (a\’ +b)\+c) =0 Poniewaz funkcja e™ =0 dla kazdego x€R,

wiec funkcja (14) jest rozwigzaniem réwnania (13) wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian

aX’ +bA+c=0. (15)
Réwnanie (15) nazywamy réwnaniem charakterystycznym dla réwnania
(13). Réwnanie charakterystyczne jest rownaniem kwadratowym, a wiec
znajgc pierwiastki tego réwnania otrzymamy rozwigzanie rdéwnania
jednorodnego (13). Wiadomo, ze w zaleznosci od rodzaju pierwiastkéw A

i A, réwnania kwadratowego mamy trzy przypadki:

Przypadek 1. Wyréznik A =5’ —4ac>0. Wtedy mamy dwa rézne
pierwiastki rzeczywiste

A=A,
Zatem réwnanie (13) ma dwa rézne rozwigzania
Y (x)= eh”, Y, (x) = e,
Poniewaz wronskian dla powyzszych rozwigzan



Ax Ax

e
Wx)=

=\, —\)eN 20,
Ae' e o

Ay x

wiec funkcje ¢, (x), ¢,(x) stanowig ukfad fundamentalny i rozwigzanie
og6lne réwnania (13) ma postaé

y=Ce"+C, e,
gdzie C, i C, s3 dowolnymi stalymi rzeczywistymi.
Przyklad 2. Rozwigzaé réwnanie

y' 42y —3y=0.
Rozwiazanie. Rownanie charakterystyczne dla powyzszego rownania ma
postac

A +2)0-3=0.
Pierwiastkami tego rdwnania sg liczby
A=-3 \=1.

Tak wiec rozwigzanie ogdlne rozwazanego réwnania ma postaé
y=Ce ¥ +C,e".

Przypadek 2. Wyréznik A=b> —4ac=0. Wtedy mamy pierwiastek
podwdjny

A=\=).
Zatem funkcja

¢ () =e™
jest rozwigzaniem réwnania (13). Latwo si¢ przekonac¢, ze funkcja

p,(x) = xe™

réwniez bedzie rozwigzaniem réwnania (13). Ponadto wronskian danych
funkcji spetnia dla kazdego x € R warunek

Ax X e)\x

Ae™ eM4 xe™

=™ =0.

W(x)=

To oznacza, ze podane funkcje ¢, (x), ,(x) tworza uktad fundamentalny.
Zatem rozwigzanie ogélne réwnania (13) ma postaé

y=C,e"+C,xe™,
gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.

Przyklad 3. Rozwigza¢ rownanie



y'+2y'+y=0.
Rozwigzanie. Réwnanie charakterystyczne dla danego rdéwnania
rézniczkowego ma postac

A +2X+1=0.
Zatem A =4—-4=0 i mamy pierwiastek podwdjny \ =\, =—1. Tak
wigc rozwigzanie ogdlne rozwazanego réwnania ma postac

y=Ce "+Cyxe .

Przypadek 3. Wyréznik A =b> —4ac <0. Wtedy pierwiastki ) i )\, sa
liczbami zespolonymi. Ponadto mamy

_ —b+iN-A —b—i-A

A=—"TT—"7"", N =—TT—7—,
! 2a 2 2a
gdzie i jest jedynkg urojong, tzn. i° = —1. Oznaczmy
—b NEAN
o=—), 0= .
2a 2a

Wtedy otrzymamy
AN=a+if, AN=a-if, [=0.
Podstawiajac A, i A, do wzoru (14) otrzymamy rozwigzania zespolone

réwnania (13) postaci

_ _(a+if)x (a—ifB)x
=¢c . .

N
Korzystajac ze wzoru Eulera

y,=¢

e” =cosx+isinx
pierwsze z rozwigzan mozna zapisa¢ w postaci
¥, =e""(cos Bx +isin Bx).
Niech
¢, (x) =¢e"" cos fx, ©,(x)=e""sinBx. (16)
Twierdzenie 7. Funkcje ¢,(x) 1 ¢,(x) postaci (16) sa rozwigzaniami

réwnania (13), ponadto tworza uktad fundamentalny tego réwnania.
Tak wigc rozwigzanie ogdlne réwnania (13) w tym przypadku ma postaé

y=¢e""(C, cos x4+ C,sin (x),
gdzie C, i C, s3 dowolnymi stalymi rzeczywistymi.

Zauwazmy réwniez, ze wroniskian funkcji (16) spelnia dla kazdego x € R
warunek



e™ cosOx e™ sin Ox B
e (acos Bx— FBsinBx) e™ (asin Bx+ [FcosBx) a
Przyklad 4. Rozwigzaé réwnanie

y'—4y'+29y=0.

Rozwiazanie. Réwnanie charakterystyczne dla danego réwnania ma
postac

e2ax — 0 .

W(x)=

A —4X+29=0.
Zatem A=16—4-29=—-100. Wigc =2, =5 i mamy pierwiastki
postaci

A=2+5i, N=2-5i.
Wobec tego rozwiazanie ogdlne naszego réwnania mozna zapisa¢ w
postaci
y=¢€"*(C,cos5x + C,sin5x),

gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.
Dla rozwigzywania réwnania liniowego niejednorodnego o
wspolczynnikach stalych postaci (12) mozemy stosowaé metode
uzmienniania statych, ktora zostata dokladnie opisana dla réwnania
linowego niejednorodnego postaci ogdlnej (2).
Przyklad 5. Rozwiaza¢ réwnanie

y' =2y +y=e". 17)

Rozwiazanie. Wyznaczymy najpierw rozwigzanie ogélne rdownania
jednorodnego

y//_zyl_i_y:()‘
Réwnanie charakterystyczne dla powyzszego réwnania ma postaé
A —20+1=0.

Mamy pierwiastek podwéjny A\ =\, =1. Zatem rozwiazanie ogdlne
réwnania jednorodnego jest dane wzorem
y=C e+ C,xe".
Ponadto rozwiazanie ogélne réwnania niejednorodnego ma postac
y=Ce"+Cuxe'+9(x),
gdzie funkcja (x) jest rozwigzaniem szczegdlnym réwnania (17).

Wobec metody uzmienniania statych, w celu wyznaczenia funkcji 1(x)
mozemy skorzysta¢ ze wzoru (9), mianowicie



S (), (x) S (), (x)
=_ e ———dx.
P(x)=—p, (x)f o e (x) P

Mamy tu:
f)=e", px)=e", p,(x)=xe".

Wtedy wronskian ma postaé

e’ xe*
W)= =e”".

e’ e'+xe'

Zatem podstawiajac do wzoru (9) otrzymamy
P(x)=—e" fxdx—l— xe" fdx = —%xz e+ x’e = %xz e”.
Tak wigc rozwigzanie ogdélne réwnania (17) dane jest wzorem
y=Ce'+ C2xe"+%x2 e’,
gdzie C, i C, s3 dowolnymi stalymi rzeczywistymi.

Przyklad 6. Rozwigzaé réwnanie

Yity= (18)

sin x
Rozwiazanie. Rownanie charakterystyczne dla powyzszego rownania ma
postac
N +1=0.
Stad otrzymamy pierwiastki zespolone
AN=1i, A\, =—i.

To oznacza, ze mamy przypadek 3, przy czym a =0, 3=1. Tak wiec
rozwiazanie rownania jednorodnego dla réwnania (18) dane jest wzorem

y=C cosx+C,sinx,
gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.
Zatem mamy tu

¢ (x)=cosx, ,(x)=sinx

i prawa strona réwnania
1

sin x

f)=

Wyznaczymy wronskian dla funkcji ¢, (x), ¢,(x). Mamy
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CosSXx Ssinx

Wx)= =cos’ x+sin*x=1.

—sinx COSX

Na podstawie metody uzmienniania stalych rozwigzanie szczegdlne
rOéwnania niejednorodnego (18) ma postac (9). Poniewaz

f(x)goZ(x)dx _ f sin xdx oy
W(x) sin x

oraz
de:fwdx:lnmnﬂ,
W (x) sin x
wiec podstawiajgc obliczone catki do wzoru (9) otrzymamy rozwigzanie
réwnania niejednorodnego (18) postaci
(x) =—xcosx+sinxIn|sinx]|.
Zatem szukane rozwigzanie og6lne réwnania (18) dane jest wzorem
y=C,cosx+ C,sinx—xcosx+sinxln|sinx|.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Rozwigza¢ podane rownania rézniczkowe liniowe jednorodne rzedu
drugiego o statych wspétczynnikach:

. 2y"=5y"+2y=0;
. 4y" =8y +5y=0;
. 3y"=2y' -8y =0;
10. y"—2y'=0;

11. y"—4y' +5y=0;
12. 2y" -5y +2y=0;
13. 4y" -4y +y=0;
14. y'—2y £10y=0;
15. y"+2y'+10y=0.

1. y"+7y"+12y=0;
2. y"+6y'+9y=0;
3. y'=4y'+13y=0;
4. y"+2y'=-3y=0;
5. y"+3y=0;

6. y'+y' -2y=0;
7

8

9
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Korzystajagc z metody uzmienniania statych rozwigza¢ podane réwnania
liniowe niejednorodne:

16. y"+2y' +y=-2;

17. y'+2y 4+ y=e";

X

18. y' -2y +y=S;
X

1
19. y'+y= ;

COS X

20. y'+y=ctgx;
21y =
Y o=

1
22, v 43y +2y= :
y y y o1

23. y'+4y=2tgx;

1

24, Y4+ y= :
sin? x+/sin xcos x
1
25. y'+y= T
cos” x

26. y'+2y' +5y=e" (cos2 x—i—tgx) .
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